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函数解析学分科会特別講演 
平 良 和 昭 
講演の内容 
（１）問題の背景（研究の動機） 
（２）何をどこまで明らかにするのか（研
究の目的） 
（３）今後の問題（未解決問題）  

ブラウン運動小史 
1828年 ブラウン 花粉の運動の観察 
1905年 アインシュタイン ブラウン運動の物理
的解明 
1906年 ペラン ブラウン運動のアインシュタイン
理論の実験的検証（アボガドロ数の実験値） 
1923年 ウィナー ブラウン運動の数学的研究 
１次元拡散過程の分類問題 
（解決済み） 
1931年 コルモゴロフ  偏微分方程式的研究 
1952年 フェラー  吉田耕作  関数解析的研究 
1965年 ディンキン 確率論的研究 
1965年 伊藤清  マッキーン 確率微分方程式
的研究 
ブラウン運動の数学的研究 
ブラウン運動 
（物理学） 
A.Einstein 
J. Perrin 
マルコフ過程 
（確率論） 
N.Wiener 
E.B.Dynkin 
伊藤清 
半群の理論 
（関数解析） 
W.Feller 
吉田耕作 
拡散方程式 
（偏微分方程式） 
A.N.Kolmogorov 

多次元拡散過程の分類問題 
多次元拡散過程を解析的に分類するこ
と。 
鳥瞰図 
確率論 関数解析 境界値問題 
マルコフ過程 フェラー半群 生成作用素 
による特徴付け 
マルコフ性 
（チャップマン・コル
モゴロフ方程式） 
半群の性質 •ワルデンフェルス
積分微分作用素 
•ヴェンツェル境界
条件 
リースの表現定理 
(連続関数空間版） 
ヒレ・吉田の半群理論 
(連続関数空間版） 
（Ｉ）経路の追跡（確率論） 
（ＩＩ）推移確率の追跡（関数解析） 
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x
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t
（ＩＩＩ）グリーン関数の追跡（偏微分方程式） 
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u f D
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W
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ワルデンフェルス
積分微分作用素 
ヴェンツェル境界条件 
証明の構図 
Feller半群 
最大値の原理 
(Sobolev空間版) 
特異積分作用素 
（Ｃａｌｄｅｒｏｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ） 
Hille-Yosida 理論 
（連続関数空間版） 
解の一意性定理 解の存在定理 半群の生成定理 
アプローチの方針 
（１）ワルデンフェルス積分微分作用素 W と
ヴェンツェル境界条件 L に対する超関数
解の一意存在定理（偏微分方程式） 
（２）フェラー半群の生成定理（関数解析） 
（３）マルコフ過程の存在定理（確率論）  
生成作用素の形 
拡散現象 生成作用素 
連続的な拡散 微分作用素 
(局所的性質） 
不連続な拡散 
（ジャンプ） 
積分作用素 
(大局的性質） 
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多次元の場合の結論 
領域の内部での拡散現象は、連続的な拡
散と不連続な拡散（ジャンプ）の２つの現
象によって特徴付けられる。 
境界上の拡散現象は、吸収、反射、粘性、
連続的な拡散と不連続な拡散（ジャンプ）
等の６つの現象によって分類される。 
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領域内部での積分微分作用素 
連続的な拡散 
不連続的な拡散 
ワルデンフェルス
積分微分作用素 
（１） 連続な拡散現象 
（２）不連続な拡散現象（ジャンプ） 
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境界での一般境界条件 
吸収 
滞留（粘性） 反射 
境界から内部への
ジャンプ 
境界上のジャンプ 
境界上の拡散 
ヴェンツェル境界条件 
（１） 境界での吸収現象 
（２）境界での反射現象 
（３）境界上の拡散現象 
（４）境界での滞留（粘性）現象 
（５）境界から内部へのジャンプ 
D∂
（６）境界から境界へのジャンプ 

Brief History (1) 
(multi-dimensional case) 
1959: A.D. Wentzell (boundary 
conditions) 
1964: W.v. Waldenfels (integro-
differential operators) 
1965: K. Sato and T. Ueno (semigroup 
approach, abstract setting) 
1968: J.M.Bony, P.Courrege and 
P.Priouret (semigroup approach, 
Hölder space setting, classical theory) 
Brief History (2) 
(multi-dimensional case) 
1979: K. Taira (semigroup approach, 
Sobolev space setting, pseudo-
differential operators) 
1986: C. Cancelier (semigroup 
approach, Sobolev space setting, 
elliptic regularization) 
1988: S. Takanobu and S. Watanabe 
(stochastic approach)         
文献（１） 
K. Taira: Diffusion Processes and 
Partial Differential Equations 
Academic Press, 1988 
2  theory of pseudo-differential operatorsL
Fefferman-Phong's inequality
Gårding の不等式
の精密化 
文献（２） 
K. Taira: Semigroups, Boundary 
Value Problems and Markov Processes 
 Springer-Verlag, 2004 
 theory of pseudo-differential operatorspL
Elliptic regularizations
Construction of parametrices
異なる拡散係数 
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文献（３） 
K. Taira: Singular Integrals 
and Feller Semigroups 
Theory of singular integral operators
VMO coefficients
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強連続性 
（技術的条件） 
遷移確率に対応 
ヒレ・吉田の定理 
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マルコフ性 
チャップマン・コルモゴロフの関係式 
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チャップマン・コルモゴロフ式と半群の性質 
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拡散過程の構成問題 
多次元拡散過程を解析的に分類するこ
と。 
与えられた解析的データ（Ｗ，Ｌ）に対し
て、対応する拡散過程を構成すること。 
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証明の方針 
（１）ワルデンフェルス積分微分作用素 W と
ヴェンツェル境界条件 L に対する超関数
解の一意存在定理（偏微分方程式） 
（２）フェラー半群の生成定理（関数解析） 
（３）マルコフ過程の存在定理（確率論）  
境界への帰着 
ポテンシャル論 確率論 
楕円型境界値問題 領域全体の拡散過程 
フレドホルム積分方程式 境界上の拡散過程 
境界上の擬微分方程式 横断条件 
境界上の
拡散過程 
内部の拡散
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Wentzell 境界条件 
横断条件 
( ', ) if  ( ') ( ') 0
D
t x y dy x xµ δ= +∞ = =∫
反射現象も滞留現象も
起こらない 瞬間的
拡散粒子が、
境界の点から
内部の点に跳
に
躍する。
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境界への帰着 
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楕円型境界値問題 領域全体の拡散過程 
フレドホルム積分方程式 境界上の拡散過程 
楕円型条件 横断条件 

劣調和関数の最大値の原理 
劣調和（下に凸）関数は、その最大値を境
界の点でとる。（最大値の原理） 
劣調和関数が、内部の点で最大値をとれ
ば、定数である。（強最大値の原理） 
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Hille-Yosida-Ray Theorem 
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Hille - Yosida - Ray Theorem
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ディリクレ問題の解法 
( ) in
0 on
u f D
u D
α − =
 = ∂
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ディリクレ問題の解の一意性定理
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最大値の原理 
(Aleksandrov-Bakel’man) 
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.
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アプリオリ評価式 
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この項がいくらでも
小さくなれば良い。 
左辺に回せる。 
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ディリクレ問題の解の存在定理 
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